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Der er skrevet mange bgger, som behandler sggning. Det er dog veerd at fremhaeve én frem for alle
andre: KnuthThe art of Computer Programming (vol 3), Sorting and Searching, Addison-

Wesley. Selv om bogen er relativ gammel (fra 1973), indeholder den meget grundige dlskusstoner
(intuitive s&vel som tekniske), algoritmer (i pseudokode savel som i assembler) og analyser.



Sagning i lister og arrays.

1 n - - indekser
elemen element|
1 n elementer

« Lineaer sggning i en liste.

« Elementerne i listen gennemsgges én for én (1, 2, ...), indtil
listen er gennemlgbet, eller sggeelementet er fundet.

« Karetid: O(n).
* Binaer sggning i etsorteret array .
* Antag at elementerne i array-et er ordnet i stigende reekkefglge.

Binaer-sggning(A: array, e: element): indeks
if A er tomthen returnerikke fundet
elseif A[midterste indeks] =
then returnermidterste indeks
elseife er mindre end midterste element
then returnerBineer-sggning(enstre-halvde(A), e)
elsereturnerBinaer-sggnindigjre-halvdelA), e)

» Kagretid: O(log n).
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Binger sggning er behandlet i afsnit 2.4.4 i Weiss. Den binaere szgnlng i Weiss i afsnit 2.4. 4 er
programmeret iterativt, i modsaetning til den rekursive formulering pa denne slide.

Lister kan enten implementeres som kaedede lister eller ved brug af et array. Dette har vi dlskuteret
i kapitlet om arrays og lister. Lineger sggning kan udfgres naesten lige effektivt pd keedede ||ster og
array-baserede lister.

Det er ikke effektivt at lave binzer sggning pa keedede lister. Arsagen er, at vi i binger szgning:skal
opsgge det midterste element i listen; i en kaedet Ilste er dette relativt kostbart, nemlig O(n). Pa
denne slide har vi derfor formuleret binzer sggning pa arrays. Tidskompleksiteten log(n) for binzer
sggning fremkommer ved, at vi halverer sggeintervallet i hvert rekursivt kald.

Algoritmer vil ofte i disse noter blive vist p& skitseform, i en Pascal-agtig notation. Det er dermed
vores mal at seette fokus pa degoritmiske iderem for detaljer. Der henvises til de benyttede
leerebgger for en mere praecis og fyldestgagrende beskrivelse af algoritmerne.



Binzere sggetreeer.

Lad < veere en total ordning af knuderne i et bineert tree.

Et bineert tree T kaldes et sggetrae, hvis dealferknuder Ni T geelder at

» foralle knuder L i N's venstre undertree: L < N.
« foralle knuder R i N's hgjre undertree: N < R.
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En total ordning af en maengde er en ordning < som involverer alle maengdens elementer, s&ledes
at for toforskellige elementer a og b i meengden geelder enten at a < b eller b < a. Endvidere skal <
veere transitiv. (Se ogsa under kapitlet Sortering 1, slide “Sorteringsproblemet (1)”, og

sammenlign ogsad med en partiel ordning, som vi omtalte i kapitlet Nedarvning Il da vi studerehde
klassen PART_COMPAR). .

| eksemplet pa denne slide er der vist et binaert sggetrae hvori knudegherer heltal.
Ordningen mellem knuderne er bestemt af ordningen mellem ngglerne. | dette tilfeelde er
ordningen afledt af den seedvanlige ordning "<" pa heltal.

| sggetreeet vist ovenfor ngjes vi med at vise ngglerne i knuderne. | en realistisk situation vil der
veere forskellige andre data, som er knyttet til ngglen. Disse andre data vil védtellie :
information. Det er som regel satellit-informationen vi sgger efter, givet vi har kendskab til
ngglen.

Bemeerk, at der er nggler og data i savel indre knuder som i blade. Senere i kurset vil vi mgde
traeer, hvor indre knuder udelukkende udggnagks til data, som er gemt i bladene.

Nar vi taler om sggetraeer er det vigtigt, at vi tager udgangspunkt i ordnede traeer. Binaere trager er
dog, pr. definition, altid ordnede. (Husk p&, at dette betyder, at undertreeerne af en knude er :
ordnede, se foreleesningen om treeer). .

Hvis en knude i et bingert sggetree kun har ét undertree, er det endvidere vigtigt, at vi kan udnaevne
dette undertree til enten at veere det venstre eller det hgjre undertree.

Opgave.Det er vigtigt at man via eksemplet bliver fortroligt med definitionen af binzere
sggetraeer. Besvar derfor falgende spgrgsmal: (1) Hvilke tal kan indszettes i stedet for knudeh 34
ovenstaende tree, uden at aendre traeets form? (2) Samme spgrgsmal for knuden 18.



Sggning i bingert sggetree i Eiffel

has (v: like item): BOOLEANSs
-- Is there a node with item ‘v’ in the tree?
-- Nodes are compared with shallow equality.
require
item_exists: v /= Void
do
if equal(v, item}hen
Result := true
elseifv < itemthen
Result : ot left_child.Voidand thenleft_child.has (v)
else
Result :mot right_child.Voidand thenright_child.has (v)
end
end
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P& denne slide er funktioneas fra klassen BINARY_SEARCH_TREE vistias returnerer
hvorvidt dataelementet v findes i det binaere sggetrae. Operationen er taget fra Eiffel blblloteket
(version 2.3, og tilpasset til Eiffel 3).

Typen af v er erklaeret ved association til item, som er en anden feature i klassen
BINARY_SEARCH_TREE. Se afsnit 12.15 i "Eiffel the Language" angéende sadanne typer. -
Bemeerk ogsa brugen af "and then" i funktiohas :

Det naturlige resultat af en sggning er enten true eller false, altsd boolsk. Et mere nyttigt resultat er

derimod void eller en reference til en knude i treeet. (I nogle binserer sggetreees ADT-er kan dette
dog opfattes som et brud pé& den ‘information hiding' vi gnsker os, nemlig hvis knuder er et internt
begreb, som vi ikke gnsker klienter af bingere sggetreeer skal kende til). Med det alternative -
resultat i handen kan vi undersgge eller aendre traeet pa det sted, hvortil sggningen bragte os;



Indseettelse af et element i et bineert sggetrae.

Indseet(e: element, T: binaert-sggetree)

if T ikke er tom
thenif e < T.key
then Indseet(eyenstre undertrae af )T
elseife > T.key
then Indseet(ehgjere undertree af 1)
elselndsaet en dublet af e i roden af T
elseOpret en ny knude K, som indeholder e
Indseet knuden K pd T's plads

Degenererede sggetraeer:

Et sggetree kan udvikle sig til en enkeltkaedet liste, Fvis
elementerne indseettes i stigende eller faldende orden.
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Sgagning i et binaert sggetree foregar helt analog til binger sggning i et ordnet array. Hvis man : :
derimod skal indsaette eller slette elementer i samlingen, viser det sig, at bingere sggetreeer er
overlegne i forhold til binger sggning i et array.

Mere konkret kan vi observere, at kgretidenihdisaettelseaf et nyt element i et ordnet array er
O(n), hvor n er antallet af elementer i array-et. Vi far samme darlige tidskompleksitet ved
indseettelse i en kaedet liste, idet vi skal sgge efter det korrekte indsaettelsessted.

Indseettelse af et nyt element i et balanceret bingert sggetrae vil i karetid veere O(log(n)). Detté ses
ved at observere, at antallet af beregningstrin, der er ngdvendig for indseettelse af elementet,:svarer
til dybden af knudei i ovenstaende algoritme. Den maksimale dybd¢ a&fr traeets hgjde.

Vi vender tilbage til balancerlngsproblematlkken senere i denne forelaesning, hvor vi ogsa vil gme
det preecist, hvad vi mener, nar vi taler orbaanceretinzert sggetrze.

Det kan anbefales at studere Eiffel implementationen af ovenstaende indsaettelsesoperation. Der
henvises til operationgout i klassen BINARY_SEARCH_TREE.



Sletning af et element i et binaert sggetree.

Slet(e: element, T: bineert-sggetrae):
Find knuden K, som indeholder elementet e

If Keretbladthen
Slet K umiddelbart

elseif K har netop ét undertree Uhen 4_( : )
Lad roden af U indtage K's plads i T

else -- K har netop to undertreeer:
Slet det starste element x i K's venstre undertrae <@

Erstat indholdet af K med x

Sletning af en knude i et binaert sggetrae skal
efterlade treeet som et bineert sggetree.
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Lad os argumentere for, at ovenstdende er korrekt, og at det efterlader treeet som et bineert sggetree.

Tilfelde 1 er oplagt, og tilfeelde 2 er naesten lige sa let. Nar den slettede knude K kun har ét :
undertree U, vil alle knuderne i U opfylde ordnings-betingelserne i forhold til (en evt) far af K. I:
tilfeelde 3 erstatter vi K med en ngje udvalgt knude, som vi her vil kalde X. X kan veelges som:
knuden, der indeholder det starste element i K's venstre undertree.

1. X kan slettes fra treeet, idet det enten er et blad, eller det har netop et venstre undertree. | modsat
fald ville X ikke veere det stgrste element i K's venstre undertree.

2. Maden hvorpa vi sletter X fra treeet falder altsa under tilfeelde 1 eller 2 i ovenstédende algoriime.

3. X erstatter nu K. Vi skal overbevise os om, at ordnings-relationerne mellem X og dens far hhv
bgrn er opfyldt:

4. Hvis vi antager, at K var rod i hﬂjre undertree af sin far, ved vi at alle knuder i dette undertrae er
stgrre end K’'s far. Dette geelder ogsa for X. Altsd opfylder X betingelser ift. sin nye far.

Tilsvarende argumenteres, hvis K er rod i venstre undertrae. (Taenk over hvad der geelder, hVIS Ker
rodiT). :

5. X skal veere stgrre end aIIe knuder i sit nye venstre undertree. Da X er udvalgt som det stmste
element i dette undertrae, ma alle andre elementer veere mindre.

6. X skal endvidere veere mindre end alle knuder i sit nye hgjre undertree. Men da alle knuder, og
specielt X, i K's oprindelige venstre undertrae, var mindre end knuderne i K's hgjre undertree er
dette krav ogsa opfyldt.

X kunne alternativt veere valgt som aeindsteelement i K'shgjre undertree.

Keretiden af sletningen af et element er O(log n). Sletningen involverer (1) lokalisering af en :
knude samt (2) sletningen af knuden. Bidrag 1 koster O(log n). Bidrag 2 er i tilfeeldene 1 og 2
konstante, og i tilfeelde 3 O(log n). Alt dette under forudseetning af, at treeet er balanceret.



Balanceringskriterier for binaere treeer.

Perfekt balance:

Et binzert trae T er perfekt balanceret hvis deefibver knude N
i T geelder at

| antal-knuder(venstre-undertrae(N)) - antal-knuder(hgjre-undertree(N)) | <= 1.

AVL balance:

Et binaert trae T er balanceret efter AVL-kriteriet, hvis deefibwer knude N
i T geelder, at

| hgjden(venstre-undertree(N)) - hgjden(hgjre-undertrae(N)) | <= 1.
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Vi har set, at den attraktive, logaritmiske tidskompleksitet af sggning, indseettelse og sletning :
opnaes, hvis treeet er i en eller anden form for balance. Mere konkret kraeves der, at traeet ikke
bliver for hgit (se definitionen af hgjden af et trae i foreleesningen om traeer). Bade hvad angar.
sggning, indsaettelse og sletning er tidskompleksiteten af operationerne begraenset af treeets hﬂjde.

Vi har indset, at i visse uheldigesituationer kan treeet degenerere til en kaedet liste, i hvilket t||feelde
treeets hgjde bliver én mindre end antallet af knuder i treeet.

Givet et (evt. degenereret) binaert sggetrae kantraasformere det til et perfekt balanceret
sggetrae. Det er imidlertid mere interessant og nyttigt at lade det bineere sggetree overholde en
invariant, der sikrer at treeet pa ethvert tidspunkt (imellem trae-operationer) er balanceret.

P& de falgende slides vil vi se, hvordan vi kan udforme en indszettelsesoperation, der oprethqlder
AVL balancen af det bineere sggetree.



Indseettelse et element i et AVL-tree.
Efter indsaettelse

Far indseettelse

A
— T~ ,_\ Indsaettelse A i t

Tilfeelde 1 Tllfaelde 2
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P& denne og falgende slide illustreres indszettelse af et nyt element i et binzert segetree, der :
overholder AVL-kriteriet. Et sddant tree vil vi kalde for et AVL tree. :

Det hgjde-foragende element, som indszettes, er pa figurerne indsat i de traeer, der er tegnet med
fede linier. Navne p& knuder er med store bogstaver, og navne pé (under)treeer er med smé :
bogstaver. Inde i traeerne er angivet hgjden af traeerne, som en funktion af en variabel h.

Vi kan uden tab af generalitet antage, at vi indseetter et hgjde-forggende element i A's hgjre
undertrae. Indseettelser i det venstre undertree af A er, naturligvis, symmetriske. .

Vi gnsker, at ubalancen skal forekomme i knude A. A er altsa roden i det dybeste undertree, hvorl
der forekommer AVL ubalance som fglge af indsaettelse af et element i treeet.

Tilfeelde 1: Vi indseetter et hgjdeforggende element i B's venstre undertree. Det venstre undeitrae

af B vil veere af hgjde h+1. Vi vil inkludere roden af B's venstre undertree, og kalde denne knude

for C. Ubalancen opstar sdledes enten ved, at der indsaettes et hgjdeforagende element i det:venstre
undertree (b) eller i det hgjre undtrae (c) af C. Lad os her antage at hgjdeforggelsen sker i b. (Det
andet tilfeelde er symmetrisk). Under denne antagelse har ¢ hgjden h-1. Hgjden af treeet d er h idet
vi jo har antaget, at hgjdeforggelsen sker i B's venstre undertree, samt at ubalancen forekommer i
knuden A, og ikke i B. :

Tilfzelde 2: Vi indsaetter et hgjde-foragende element i B's hgjre undertrae, som vi kalder c. Vi :
kunne naturligvis nuancere tegningen af c til at omfatte en knude (C) og to undertreeer, men da den
efterfglgende transformation ikke aendrer dette tree, er denne detalje i figuren ungdvendig.

Tilfeelde 1 identificeres som RL-tilfeeldet, idet ubalancen set i forhold til A forekommer ved forst
at folge referencen fra A til hgjrigth) undertree, og dernzest falge referencen til veristfe) (
undertrae. Af samme arsag identificeres tilfeelde 2 som RR-tilfeeldet. De to tilfeelde, vi ikke har- VISI
pa denne slide, kaldes hhv. LR og LL tilfeeldene.



Tilfeelde 1 Tilfeelde 2
A
. / \R
7 TN A
C.

B
/K
/\ d b C
i

. -
RL-Transformation RR -Transformation
C B
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(fortsat)

Denne slide viser resultatet af transformationerne, ét for hvert af de to tilfeelde vi identificerede p&
den forrige slide. :

@verst er vist de to traeer, vi identificerede nederst pa forrige slide. Husk igen p4, at knuden A er
den dybeste knude i treeet, hvor vi har identificeret et brud af AVL balancekriteriet. .

Bemazerk, at undertraeerne af de tegnede knuder ikke andres overhovedet i transformationerne. Vi
er sdledes istand til at realisere transformationerne gennem nogle f& manipulationer af referencer
mellem knuder. .

Der er to ting vi skal sikre os, nar vi betragter resultatet af en transformation:

1. Er ordningen af knuder og deltraeer uforandret (med andre ord: er det transformerede tree et
binzert sggetrae med de samme knuder som det oprindelige tree). .

2. Er balanceringskriteriet opfyldt for det transformerede tree (med andre ord: er det
transformerede trae et AVL-treae).

| tilfeelde 1 er in-order ordningen a A b C ¢ B d, savel far som efter transformationen.
| tilfzelde 2 er in-order ordningen a A b B ¢, savel fer som efter transformationen.
Det er let at overbevise sig om, at de resulterende &ie8&fL-treeer.

| en praktisk udformning af disse transformationer (ved programmeringen af operationer i trae:
ADTen) vil vi antage, at vi direkte kan afleese balanceringen af et tree. Dette kan naturligvis gpres
ved at lagre hgjden af ethvert undertrae i treeet; det er dog smartere at lagtatiderbal ance af

et trae, hvilket forteeller, om treeet heelder én til venstre, én til hgjre, eller om det er i balance. :

Hvis vi sammenligner de transformerede traeer med traeet, som det s& ud far indsaettelsen, kan vi
se, at disse treeer alle er af hgjde h+2. Det medfgrer, at der ikke er flere knuder mellem det :
transformerede trae og roden, hvori der forekommer AVL ubalance. Med andre ord, er det kun
ngdvendigt at foretage én transformation for at genoprette balancen for hele traeet. .



Sortering af objekterne i et binaert sggetrae.

Antag at der er behov for bade effektiv

* sggning, indseettelse og sletning samt
* sortering af

af en samling af data med total ordning.

Samlingen af data repraesenteres som et balanceret
binaert sggetree.

Operation Karetid
* Sggning, indsaettelse og sletning O(log n).
« Sortering: in-order gennemlgb af traeet. o(n).
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Den bemeerkelsesveerdige tidskompleksitet af sorteringen beror naturligvis pa, at data i et bingert
tree allerede er ordnede. Hvert element er omhyggeligt indsat pa sin rette plads i traeet for en pris,
der er i stgrrelsesordenen O(log n). Hvis vi derfor gnsker at sortere en samling af data ved (1) at
opbygge et bingert sggetrae, og (2) at gennemlgbe traeet, er tidskompleksiteten ikke bedre end
kendte, gode sorteringsalgoritmers tidskompleksitet. .



