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Hashing-problemet (1).

Vi gnsker at afbilde objekter pa en tabel med indgange.

Nagle

: O O

h :Nggle->1..m
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Lad os antage, at vi har et antal objekter, hver metbgte som vi gnsker at gemme i en tabel. -
Obijekternes placering i tabellen skal ene og alene bestemmes pa baggrund af ngglens vaerdl En
nggle antages at identificere et objekt entydigt.

Vi gnsker med andre ord at definere en funktion h, som afbilder nggler ind i intervallet af |ndeces
af tabellen. En s&dan funktion kaldeshaishfunktion.

"Hashing" betyder "at hakke i stykker" eller "at rode sammen". Navnet er taget i anvendelse, fprdi
hashing kan opfattes som om man "hakker ngglen i stykker" og benytter dele af ngglen som ba5|s
for at organisere objekter i en "rodet" samling i en tabel. .

"Nggle transformation" ("key transformation™) er en alternativ betegnelse for "hashing".

Hvis en hashfunktion kan beregnes meget effektivt (kgrer meget hurtigt), kan man, givet en n:ﬂgle
N, meget hurtigt finde objektet med ngglen N. Dette er attraktivt; og tiimed udger dette et :
sggeprincip, der er let at forsta.

Hashtabellen antages at veere et array, hvor der er direkte tilgang til elementer med givne indeces.
Ovenfor er objekterne data om personer, og ngglerne er valgt som personernes efternavne. :

Hashing kan bade benyttes pa tabeller, som er lagriehéert lager (RAM), og i tabeller p&
sekundeert lager(disk).



Hashing problemet (2).

1 Konstant, lille antal objekter (&) Tabel medm indgange,n S m.
’ med kendte, faste nggler

2 Variabelt, lille antal objekter (n) Tabel medm indgange,n S m.
: med ikke-kendte nggler

3 Variabelt, stort antal objekter (rF) Forholdsvis lille tabel med
’ med ikke-kendte nggler m indgange,n >>m.

Hvordan finder man en god hashing-funktion?

Hvordan handterer man kollision?
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Tilfeelde 1: 1 tilfeelde 1 er vi f.eks. i den situation, at vi skal indplacere 31 objekter i en tabel, som
har 41 indgange. Vores opgave gar sdledes ud pa, at lave en funktion fra de 31 kendte nggler (sa
som strenge, der repraesenterer 31 efternavne pa personer) ind i intervallet [1..41], séledes at intet
objekt lageres oven i et andet. S&ddanne funktioner er sjeeldne! Der er 4131 mulige funktionet
(hvert af de 31 elementer kan afbildes over pa enhver af de 41 pladser). Men der er kun
41*40*...*11 funktloner der afbilder de 31 objekter over i indbyrdes forskellige pladser i tabellen.
Hvis man regner pa dette, finder man ud af, at ca. kun 1 ud af hver 10 million funktion er brugbar
(Dette eksempel er taget fra Knu8urting and Searching).

Tilfeelde 2: Dette er en mere realistisk situation, men det er desvaerre ogsa helt hablgst at forestille
sig, at man kan afbilde ukendte objekter med ukendte nggler over i en tabel, sdledes at der ikke
opstér sammenfald. Hvis eller nér der opstér en situation, hvor to objekter afbildes over i samine
indgang taler vi onkollision.

Tilfeelde 3: Dette er den typiske 0g realistiske situation. Universet af objekter kunne veere alle:
danskere, tabellen kunne veere pa 700 elementer, og problemet kunne veere at gemme |nf0rmat|0n
om alle studerende pa Afdeling for Matematik og Datalogi. Ngglen vil sikkert veere .
personnummeret. Man kunne i princippet allokere en tabel med indeces fra minimum-
personnummer til maximum_personnummer, altsa en tabel med én plads pr. dansker. Men da Vi
kun vil gemme information om en meget lille del af danskerne, bliver udnyttelsen af en sadan

tabel meget darlig.

Opgave. Denne opgave gér ud pa at kaste lys over tilfeelde 1. Antag vi nasemigdeaf

personer {marie, arne, anders, lars, martin, hanne}. Led efter en funktion, der afbilder disse seks
navne ind i forskellige indgange i en tabel af stgrrelse 10. Hvor sjeelden er en sadan funktion? Det
er vigtigt at indse de konkrete savel som de principielle problemer i at finde en sadan funktion;



Hash-funktioner (1). h : Negle -> 0 .. m-1

En hashfunktion bar fordele objekterne jeevnt pa tabellens indices.

Eksempel p& en simpel hashfunktion ’ Erno?t]g?g%?r?rr?érﬁirj:r?g:ggs

h: Tekststreng -> 0. m-1 + Det ma tilstreebes, at

"sammenklumpede" strenge
- ikke afbildes i samme indeks
h(s) = ( (orrggcdl)m; -+ ord(ck)) af hashfunktionen.

"clc2....ck" * Tallet m veelges ofte som et
primtal.
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Angaende den simple hash-funktion:

For at ggre hash-funktionen hurtig kan man veere fristet til kun at tage et vist antal tegn i
betragtning farst (eller sidst) i strengen, i beregningen af summen af ordinal-veerdier.

Det betyder, at alle strenge, der starter (eller slutter) med de samme bogstaver, har en risiko for at
blive afbildet i det samme indeks af hash-funktionen.

Alle strenge, som er en permutation af de samme bogstaver, afbildes under alle omstaendlgheder i
samme indeks med ovenstdende hashfunktion.

Nar vi siger, at en maengde af tekststregne ofte er "sammenklumpede” mener vi, at teksstrengene
ofte fordeler sig i delmaengder, der har et stort sammenfald af bogstaver og delstrenge. Som et
eksempel pa en sddan delmaengde kan man teenke pa alle afledninger af det sammen ord.

Der henvises igvrigt til afsnit 5.2 af Weiss, som indeholder en veeldig god diskussion af
hashfunktioner.



Hash-funktioner (2).

Eksempel p& en hashfunktion, hvor ngglerne er heltal:

M
h: N-cifret-tal -> 0 .. 10 -1

h(K)

K*K (2N cifret tal)

N

M midterste cifre

veerdien af h(K)
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Opgave: Lad os antage, at ngglen i vore dataobjekter er danske person-numre, og at hashtabellen
har en starrelse p& 10.000 elementer (0..9999). Diskuter problemerne i at veelge forskellige, -
sammenhaengende sekvenser pa fire cifre af et personnummer som vaerdien af hash-funktionen.

Hvad bliver udnyttelsesgraden af en hashtabel, hvis de fgrste fire cifre i personnummeret
anvendes som veerdien af hashtabellen.

Vurder ogsa udnyttelsesgraden, hvis de sidste fire cifre i personnummeret anvendes.
Vurder hvordan ovenstaende hashfunktion vil virke pa personnumre.

Problemerne skal bl.a. ses i lyset af, at hashfunktioner skal kunne bruges pa f.eks. alle persoher i
en given population, sésom alle bgrn i en skoleklasse, eller alle personer i en husmoderforen[ng
(og give en passende spredning i tabellen).



Handtering af kollision (1).
Aben hashing med direkte keedning.
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To objekter, der hashes pa samme indeks, lagres i en kaedet liste:, som
har udgangspunkt i tabellen.
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Kollision forekommer oftere, end man tror.

Betragt kollisionsproblemet: "N mennesker er samlet til fest. Hvad er det mindste N, saledes at
sandsynligheden for at to af festdeltagerne har samme fadselsdag (dag og maned) er starre end
0.5".

Det kan vises, at det mindste séddanne N er 23.

| vores sammenheeng betyder det, at hvis 23 eller flere tilfeeldige elementer (personer) afbilde.s ien
tabel med 365 indgange via en hashfunktion, som afspejler deres fgdselsddag, er sandsynllgheden
for, at "det gar godt" (at der ikke sker en kollision) mindre end 0.5.

Ovenstaende analogi er 1ant fra Knuth (som igen har Iant det fra en anden, angivet kilde).



Handtering af kollision (2).
Lukket hashing.

"Linear probing™: "Quadratic probing":
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« Alle pladser i tabellen udnyttes. * Tabellen udnyttes ikke fuldt ud.
» Tendens til sammenklumpning. * Stgrre spredning.
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De stribede pladser i tabellen indeholder eksisterende objekter, som er indsat p& det tidspunk,
hvor vi indseetter vore objekter 1 og 2. Det antages, at objekt 1 indseettes far objekt 2. :

De stiplede pile angiver manstret af‘probes”, altsd hvike undersggelser der foregar, for at flnde en
tom plads i tabellen.

Lineaer probing:
Ved lineger probing leder man under indseettelse cyklisk efter en tom plads.

Tilsvarende, ndr man seger efter et objekt med en nggle N, hvor man via hashing-funktionen ; :
rammer det tredie felt i tabellen, sager man cyklisk efter et objekt, som har ngglen N. Hvis man
finder et tomt felt i tabellen, kan man konkludere, at objektet ikke er tilstede.

Det fremgar Kklart, at der sker en (ugnsket) sammenklumpning af objekter i tabellen, som har
samme hashvaerdi pa deres nggler.

Quadratic probing:

Vi antager i eksemplet ovenfor, at to objekter begge hashes til 3. position i tabellen. Ved
kvadratisk probing leder man ved indseettelse efter 1., 4., 9.,16. ... plads efter den tredie plads
cyklisk i tabellen. | eksemplet, hvor tabelstgrrelsen er 10, vil vi oprlndellg via hashing pregve plads
nummer 3. Dernaest vil vi via probing prgve plads 4, 7 og 2. :

Man kan observere, at man méaske her vil komme i den situation, hvor man ikke kan finde en fom
plads, selv om en sadan eksisterer. | Weiss vises det, at hvis tabellens starrelse er et primtal,vil
mindst halvdelen af tabellen blive afsggt for en tom plads, inden vi mgder en plads, vi aIIerede har
afpravet.



Sggning, indsaettelses og sletning i en lukket hashtabel.

Seg(N: Nggle, H: Hashtabel): Sggeresultat :
Praebetingelse H ma ikke veere fyldt til greensen.

i := hash(N);

while HJi] er optaget and then HJi].nggle ° N

do i:=next() ;

if H[i] er optaget and then H[i].nggle = N

then returnerdataobjektet H[i] fundet pé-te plads

else { H[i] er fri eller slettef

returnetikke fundet” og indekser brugbar ved indseettelde

Indszet (D: Dataobjekt, H: Hashtabel): Funktionen .
Preaebetingelse H ma ikke veere fyldt til greensen. next: index -> index
let sggeresultabe Sgg(D.nggle, HN
if sggeresultat er “ikke fundet” og indeksr fri
thenIndsaetD pai-te plads i H

« linear probing
 quadratic probing

Slet(N: Nggle, H: Hashtabel):
Praebetingelse H méa ikke veere fyldt til greensen.

let sggeresultate Sgg(N, H)in
if sggeresultat er et dataobjekt med ngji@ai-te plads
then Marker i-te plads iH som slettet.
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Ovenst&ende operationer viser principperne i hhv. sggning, indseettelse og sletning i en lukket
hashtabel. Funktionen Sgg returnerer enten (i tilfeeldet fundet) det eftersggte dataobjekt, eller: (i
tilfeeldet ikke fundet) det indeks hvori et dataobjekt med den givne nggle kan indsaettes. Derved
slipper vi for at gennemfgre den samme probing to gange i treek i det tilfeeldet, hvor vi skal
indseette et nyt dataobjekt.

En indgang i tabellen kan enten vaaptaget fri, eller markeret sorslettet Sidstnaevnte er
resultatet af det som Weiss kalder for “doven sletning”. Det er fatalt at fijerne et element fra en
lukket hashtabel, idet det ville umuliggere at genfinde objekter, der benytter det slettede objekt
som “mellemstation” under probing.

Prebetingelsen af Sgg (og dermed de andre operationer) udtrykker, at tabellen ikke ma veere ;fyldt
til greensen. Greensen afhaenger af hvilken probingteknik vi bruger. Det essentielle er at vi i
tilfeelde af at objektet med ngglen N ikke findes i tabellen kan returnere en tom plads, hvor :
objektet kan indszettes. Alternativt skulle vi holde styr p&, hvorndr vi havde veeret hele turen rundt
i tabellen (hvilket er enkelt med lineeer probing).

Vi antager ogsa ved indseettelse, at der er plads til det nye dataobjekt. Ligeledes ved sletnlng, idet
vi ellers ville komme i problemer nar vi kalder Sgag.

Funktionen next athaenger af, om vi arbejder med lineaer probing eller kvadratisk probing. Ne'xt er
formuleret som en funktion af det tidligere afprﬂvede index. For at fa dette til at virke med .
kvadratlsk probing, m& funktionen huske p&, hvor mange gange den er blevet kaldt (eller bedre
man ma overfgre en parameter, som holder styr pa dette).



Effektivitet af hashing ift. tabellens opfyldning.
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Ovenstaende grafer viser sammenhaengen mellem tabellens opfyldningsgrad og det forventede
antal gange, man skal forsgge at finde en tom plads i tabellen.

| den nederste kurve forudsaettes deren koIhsmnshandtenng, hvor det nye forsgg pa at ramme et
tomt felt rammer tilfeeldig pa tilbageblevne pladser i tabellen.

| den gverste kurve forudseettes der linear probing.

Benyt kun graferne til at vise tendenser. De er ikke tegnede ngjagtig nok til egentlig aﬂaesnlng af
sammenhgrende vaerdier.



Pro og cons af hashing.

* Hurtig indseettelse og s@gning.

* Fast gvre greense pa antallet af objekter i tabellen.
Der bgr afseettes mere lager til hashtabellen, end der aktuelt udnyttes.
Det er problematisk at slette elementer fra en lukket hashtabel.

Sorteret udtraek af objekter fra en hashtabel er kostbart.
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Om sletning af data fra en hashtabel:
| tilfelde af en &ben hashtabel, er det ikke et problem at slette data.

| tilfeelde af en lukket hashtabel, vil sletning af et dataobjekt fra en hashtabel give et "hul" i
tabellen, som kan forhindre os i at genfinde tilbageblevne data. Derfor kan vi kun markere
dataobjekter i tabellen som slettede, og ikke rent fysisk slette dem fra en lukket hashtabel.
Sidstnaevnte teknik kaldes som omtalt "doven sletning” i Weiss.



Sammenligning af hashing med andre sggeteknikker.

Forventet kgretid:

Balancerede sggetraeer Hashtabeller
indseettelse af elemeht O(log n) 0(1)
sggning efter elemerjt O(log n) o(1)
sletning af element O(log n) -
sorteret udskrivning o(n) O(n log n)
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De vurderinger af karetiden, som for hashtabeller er O(1) ovenfor, er udtfidvérage case” .
analyse. Derimod er vurderingen af karetiden for operationerne p& balancerede sggertreeer udtryk
for “worst case” analyse. :

De gode konstante tidskompleksiteter for hashing kreever, at hashtabellen ikke er for teet pa at veere
fyldt op. Hvis hashtabellen nzesten er fyldt op, kan indszettelse og sggning have sa hgj karetid:som
O(n). Ultimativt vil vi ikke kunne indseette flere elementer i hashtabellen, fordi tabellen er fuld. -



Association mellem objekter via hashing.

Kilde-objekter Mal-objekter.
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Hidtil har vi anvendt hashtabeller som en datastruktur til indseettelse af og segning efter objekter.
Pa denne slide vil vi illustrere en anden anvendelse, nemlig associering/relatering af objekter.:

Hvis alle klasser understgtter en hash funktion, er det let at realisere en mekanisme, som muflggm
at associere et VIlkarIIgt objekt med et andet vilkarligt objekt (uanset deres type (klasse)) pa en
meget effektiv made.

Man kan forestille sig, alle klasser af objekter er forpligtede til at stille en hashfunktion til
radighed. Man kan ogsa forestille sig, at den mest generelle klasse er i stand til at lave den (f:eks.
ved at returnere en objektets-adresse i lageret (eller en funktion deraf) modulo tabel-stgrrelseh
som hashveerdi).

| tabellen ovenfor afspejler pilene til venstre den aktuelle placering af objekterne i hashtabellen
(efter probing). Ferste sgjle anvendes til referencer til kilde-objekterne (sdledes at S@g operationen
kan erkende, om et objekt er i tabellen eller ej). Anden sgjle indeholder referencer til mal-
objekteterne.

Man kan have meget gleede af at kunne knytte vilkarlige objekter sammen pa en effektiv made
Mange Lisp-programmer benytter sig af denne mulighed.



