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Multivejstreeer og multivejs-sggetreeer.

» Et multivejstreeer et ordnet trae af grad stgrre end 2.
» Et multivejssggetraaf grad ner et multivejstree T af grad n, som opfylder:

* Ngglerne Niroden af T er ordnede, 1 <=i <= (n - [J7- n=4
« For alle nggler L i 1 og for alle nggler R iiT:
L<N <R (L<=i<n). N1) N2 N3

¢ To ... Tn-1 er multivejs-sggetraeer.

/2(;/ 40 55\\'\\

|.4 \13.||. 23\30.35.| | 41.|

|/60. 77.|

N \
|.7.| | 25.29.|
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Motivationen for at se p& multivejstraeer er at kunne arbejde med sggetraeer, der egner sig til at
blive lagret pa pladelager (disk). Emnet er adfestern sggning.

Det er ikke attraktivt at benytte binzere sggetraeer pa et sekundeert og Iangsomt Iagermedlum
Arsagen er, at i et binzert tree skal relativ mange, sma knuder aflaeses/pavirkes for at gennemfﬂre en
given operation (sggning, indsaettelse, sletning).

| et multivejstree kan der repraesenteres mange dataobjekter i én knude i traeet. Knudestzrrelsen kan
afpasses efter blokstgrrelsen pa pladelageret. :

Ligesom vi kender det fra bineere sggetreeer, vil vi her antage, at en nggle hgist er tilstede én gang i
et multivejs-sggetrae.

Hvis vi vil arbejde med balancerede multivejstraeer, giver vi keb pa udnyttelsesgraden af traeets
knuder. Mao. vi accepterer, at der i visse situationer er uudnyttet plads i knuderne.

Ovenstaende viser et eksempel pa et multivejs-saggetree af graden 4. En prik i en knude betyder en
null-pointer (void). Bemaerk at der hgjst kan veaere 3 nggler (data) i en knude i dette multivejstree.



Sggning | multivejs-sggetraeer.

Multivejs-sggning(T: Multivejs-sggetrae, N: Nggle): Sggeresyltat:

Sgg efter Niroden af T

If N er fundet

then Returnerdet dataobjekt hvori N er nggle

elseif find ngglerne NO og N1 iroden af T sa NO < N <;N1
If der findes et ikke-tomt undertrae U mellem NO og N1
then Returner Multivejs-sggning(U, N)
else Returnerroden af T

Sgg efter Niroden af T
* Binaer sggning

* Lineeer sggning
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Ovenst&ende algoritmeskitse for sggning i et multivejstrae returnerer enten det dataobijekt, hveri N
er nggle, eller den knude i multivejstraeet hvori et evt. objekt med N som nggle kan indsaettes; hvis
der senere bliver behov for dette. :

Nar vi skriver “dataobjekt” mener vi ngglen og satellit-informationen tilsammen.

Hvis N i ovenstaende algoritmeskitse er mindre end den mindste nggle i en knude eksiterer NO
naturligvis ikke. Tilsvarende hvis N er stgrre end den stgrste nggle i knuden eksisterer N1 ikke. |
disse tilfeelde refererer U til undertraeet mest til venstre, hhv. undertraeet mest til hgjre i knuden.

Som antydet, kan man enten benytte linezer sagning eller binaer sggning for at finde naglen i :
knuden. :



Praktisk lagring af data i multivejstreeer.

1. , | opiext * Objekt 2 * Objekt 3 u
y
2.
/ |N1| | |N2| | |N3| \ Dataomrade
g o e v
Objekt 1
oo e -
Objekt 2
............................................... »
Objekt 3
J, 20/ 40 55\|\
|. 23 30 .35 | | 41.| | 60. 77.
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Det vises pa denne slide, hvordan en udvalgt knude fra treeet forneden til venstre kan
repraesenteres.

I tilfeelde 1 er selve de tre dataobjekter (inden i hvilke ngglerne og andre data befinder sig) lagret
inden i knuden. Dette glver en stor knude. Dette kan veere uhensigtsmaessigt, idet man under-
sggning (og dermed ogsa indsaettelse og sletning) vil veere tvunget til at lsese dataobjekterne:: af en
reekke irrelevante knuder ind fra sekundeert lager til primeert lager, i selve sggeprocessen.

| tilfeelde 2 er kun ngglen af objekterne lagret i knuderne i treeet. Selve dataobjekterne er lagret i et
saerskilt dataomrade. De stiplede pile angiver referencer til (adresser pd) disse objekter. .

| kapitlet om filer og indekser vil vi vende tilbage til problematikken om dataomrader (som en
abstraktion over filer hvorpa der kan lagres objekter).



B-treeer.

Et B-tree af grad n er et multivejs-sggetree af grad n hvor:

1. Knuder, som ikke er blade eller roden, har x sgnner, hvor n/2 <=;: <=n.
2. Roden har mindst 2 sgnner (medmindre den er et blad).

3. Knuder, som ikke er roden, har y dataobjekter, hvor n/2-1 <=y <= n-1.
4. Indre knuder med k sgnner indeholder k-1 dataobjekter.

5. Alle blade har samme dybde.

|11151922||2831 ”384344 ||586162 ||697175 ||83879197
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Punkt 3 falger af punkt 4 paneer i tilfeelde af bladene. Den egentlige rolle af punkt 3 er altsa at
begraense antallet af dataobjekter i bladene.

Et B-trae af graden n kan maksimalt have n-1 dataobjekter (nggler) pr. knude. Hvis n er ullge,
f.eks. 7, siger ovenstaende definition, at 3.5 <= antal sgnner <= 7. | praksis betyder dette, at :
antallet af sgnner er 4, 5, 6 eller 7. Ligeledes siger ovenstaende definition, at 2.5 <= antal
dataobjekter <= 6. Dette betyder, at antallet af dataobjekter pr. knuder er 3, 4, 5 eller 6.

Sidste punkt i definitionen af B-tree afspejler, at traeet er vel afbalanceret.

Der er vist et konkret eksempel pa et B-tree, som vi antager har grad 5. Naglerne repraesentefer her
dataobjekterne, og nzglerne er heltal. | dette tree har alle knuder (pa nzer roden) 3, 4 eller 5 senner;
og alle knuder (igen paneer roden) har 2, 3 eller 4 dataobjekter. :

Det er vigtigt at bemeerke, at B-traeer, som defineret i disse noter, er anderledes end B- traeerne der
diskuteres i Weiss.

Vi kalder Weiss' B-treeer for B+ treeer. Vi diskuterer kort B+ traeer i slutningen af dette kapitel.:



Indseettelses-algoritme for B-treeer.

Indseet( T: B-tree, Obj: Data-objekt):

Resultat := Multivejs-sggning( T, Obj.nggle);

If Objikke er fundet iResultat

then -- Resultat er knuden, hvori Obj skal indseett
Indseet-i-knude(Resultat, Obj)

114
(72}

Indseet-i-knude(K: B-treees-knude; Obj: Data-objekt)

if plads til endnu et objekt i K

then indsaet Obj pa den rigtige plads i K

else del Kito knuder L og M, samt et opadstigende data-objekt Dp
If K.far eksisterer
then F:=K.far
elseF :=En ny rod;
Indsaet-i-knude(p);
Indseet L og M som undertraeer af F
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Proceduren anvender 'multivejs-sggning’, som er vist tidligere i denne forelaesning. Det er let at
indse, at hvis dataobjektet ikke findes i forvejen i B-treeet, da bliver ‘'insaet-i-knude' kaldt pa et blad
i 'indseet'.

P& ét punkt er proceduren ‘indsaet-i-knude' ikke daekkende : Hvis et element indseettes i foraefldre
knuden til K, og hvis denne foraeldre knude igen skal deles, hvordan indseettes L og M i "de to
foreeldreknuder"?

Hvis der ikke er plads til et dataobjekt i en knude i B-treeet kunne det veere en god ide at
undersgge, om der er god plads i sgskende-knuderne. Hvis dette er tilfeeldet, er det forholdsvis let
at foretage eomfordellng af objekter mellem to sgskende knuder. Bemaerk, at en sddan
omfordeling ogsa involverer et dataobjekt i de to sgskendeknuders feelles forseldreknude. |
indszettelse-scenariet herefter, er der diskuteret et tilfeelde af en sddan omfordeling.



Indseettelses-scenario i et B-trae (1).

Indseetter

50:

Indseetter

11, 19, 34, 60:
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P& denne og de falgende fire slides vises, hvordan et B-tree af grad 5 udvikler sig ved indseettelse
af en reekke tal. De indsatte tal skal opfattes som nggler for de egentlige objekter i B-traeet.

Knuder, som er indrammet med fed streg (eller lignende), tiener kun som identifikation af en
knude pé tveers af to gjebliksbilleder p4 samme slide. .



Indseettelses-scenario i et B-trae (2).

Indseetter
78, 87:

Indseetter
65:
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NAr 65 indsaettes i det gverste B-trae har vi illustreret, at knuden med de fire dataobjekter opdeles i
to knuder. Hvis vi i stedet for foretog emfordeling af dataobjekter i de to blade (som jo er :
sgskende) kunne vi i dette tilfzelde have undgaet at dele knuden. Dette giver en bedre udnyttelse af
knuderne i B-treeet. Det resulterende B-trae er vist nedenfor: .

/

11 19 34 60 65 78 g7




Indseettelses-scenario i et B-trae (3).

Indszter:
38, 40, 90, 26, 29:

| 38 40 50 60| 78 87 90

11 19 26 29

Indszter:
45:

78 87 90

11 19 26 29 |3840 | |5060
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Tallet 45 skal indszettes mellem 40 og 50 i knuden med den fede ramme i treeet gverst pa sliden.
Da treeet er af grad 5, er denne knude fyldt op. Indsaettelsesalgoritmen siger, at vi skal dele knuden
i to, samt at vi skal indsaette “et opadstigende objekt” (45) i faderen, hvor der er i vort tilfeelde er
god plads til den. :



Indseettelses-scenario i et B-tree (4).

11 19 26 29 78 87 90

I ndsadter
32:
26 34 4§ 6
11 19 ||2932 | |384O | |5060 78 87 90
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Treeet foroven er identisk med traeet forneden pa forrige slide. NAr vi indsaetter 32 ser vi, at det
hgrer hjemme i bladet til venstre; her er ikke plads, og derfor deles dette blad i to knuder samt et
opadstigende objekt (26). Der er stadig plads til dette objekt i roden i B-traeet.



Indseettelses-scenario i et B-tree (5).

I ndsaeter
27, 33,63, 75:
2N
|1119 ||27293233| |3840 | |506063 | 75788790'
I ndseter
83:

||27293233||3840 ||506063 ||7578 |8790
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Efter at have indsat 27, 33, 63 og 75 opstar der en interessant situation nar vi indseetter 83. Der er

ikke plads til objektet med nggle 83 i bladet leengst til hgjre, hvor det jo hgrer hjemme. Vi deler
derfor knuden i to samt et opadstigende objekt: 83. Nu er der imidlertid ikke plads til 83 i roden,
hvorfor vi ogsd méa dele roden i to knuder, samt et nyt opadstigende objekt (45), der nu placeres i
en ny rod. Det resulterede tree er vist nederst.

Dette afslutter vores indsaettelses-scenario.



Sletning af dataobjekter fra B-treeer.
Fremgangsmade.

Givet: Ngglen N og B-traeet T.
@nskes Slet dataobjektet D med ngglen N i B-treeet T.

Metode:

1. Find dataobjektet D med ngglen N i T
2. Hvis D er i en indre knude:

2a. Erstat D med det starste dataobjekt X, der er mindre end D
2b. Slet dataobjektet X, som altid vil veere i et blad.
3. HvisDerietblad b:
3a. Hvis b indeholder mere end det min. antal dataobjekter: Slet D umiddelbar
3b. Ellers: Hvis b har minimalt dataindhold:

3ba. L&n om muligt et dataobjekt fra en af b's sgskende knuder.

3bb. Ellers: SI& b sammen med en af b's sgskendeknuder,
og treek objektet mellem disse to knuder ned i den ny knude.
Dette kan forarsage, at indre knuder sl&es sammen,
og ultimativt, at treeets hgjde reduceres.
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Bemaeerk, at tilfaelde 2b kan realiseres ved et rekursivt kald af den slette-operation, vi er ved at
redeggare for.

Opgave Tag udgangspunkt i det resulterede B-tree i indszettelses-scenariet pa de foregaende
slides, og slet alle de indsatte objekter

(a) farst i samme raekkefglge, som de blev indsat,
(b) dernaest i modsat reekkefglge, som de blev indsat.

Tegn passende gjebliksbilleder af B-treeerne undervejs i slette-processen.



Facts om B-treeer.

T er B-tree af grad g og hgjde h:

« Maximum antal knuder: @ +gt+¢g?+...+g" =

h+1
» Maximum antal dataobjekter: 9 -1

e Minimum antal dataobjekter: 2 (%)

T er et B-tree af grad g med N dataobjekter:

*Hgjde af T <= lpg ((N + 1)/2vor x = (g+1)/2.
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P& denne slide antager vi af bekvemmelighedshensyn (for at undga at skulle angive afrundlnger)
at B-traeer har ulige grad. :

Bemaeerk, at vi skelner melleknuder i B-traeer oglataobjekter, hvoraf der jo kan veere op til g- 1
pr. knude, hvor g betegner B-traeets grad. -

Lad a veere det minimale antal dataobjekter pr. knude og lad b vaere det minimale antal sgnner pr.
knude. Hvis g er lige era=g/2 -1, og b = g/2. Hvis g er ulige er a = (g-1)/2 og b = (g+1)/2. D&t
minimale antal dataobjekter i B-traeet er nu 1 + 2a +2ba + 2bba+ .... Nar man regner lidt pa dénne
sum far man ovenstaende resultat. :

Vurderingen af hgjden opndes ud fra en observation om, at hvis et B-trae af hgjde h indeholder N
dataobjekter vil der vaere N+1 "stopklodsknuder" (se nedenfor) pa hgjde-niveau h+1 i treeet.
Endvidere gzelder, at der minimum vil vaere 2 b h knuder pa dette "stopklodsniveau"”, hvor b har
samme betydning som ovenfor. Dette giver ovenstaende vurdering. .

"Stopklodsknuder" er teenkte knuder pa et niveau dybere end bladknuderne i et B-tree. | stede't for
stopklodsknuder kan vi tale om nil-pointere til undertraeer. Der er stopklodsknuder far, mellem og
efter alle dataobjekter i de egentlige blad-knuder i traeet. :



Karetid af sggning, indseettelse og sletning i B-traeer.

T er et B-tree af grad g med N dataobjekter:

Sggning efter dataobjekt i T:

Kgretid = arbejdet pr. knudehgjden af treeet <=
k-log(g) - log, ((N+1)/2) =
O(log(g)log(N))

Indseettelse eller sletning af et dataobjekt i T:

Kgretid = arbejdet pr. knudehgjden af treeet <=
k-g - log, (N+1)/2)=
O(glog(N))
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| ovenstaende anvender vi vurderingen af hgjden af T fra forrige slides.

Ret beset er det ikke hgjden af T, som indgar ovenfor, men antallet af niveauer i treeet (som er
hgjden + 1). Denne lille forskel berarer dog ikke O(...) vurderingen af kgretidsresultaterne, idet vi
jo ser bort fra lavere ordens led i O(...).

Log(x) betegner ovenfor logaritmefunktionen med grundtal 2.



B+ treeer (1).
Et B+ tree af grad n er et ordnet tree af grad n hvor

« Alle dataobjekter findes i bladene.
« De indre knuder udggr aidekstil dataobjekterne

og hvor

« Knuder, som ikke er blade eller roden, har mellem n/2 og n sgnner.
* Roden har mindst 2 sgnner.

« Blade har mellenn/2 og ndataobjekter.

« Alle blade har samme dybde.

| 11 15 19 22| | 24 28 31 35” 38 43 44 55| | 58 61 62 66| | 69 71 75 78| | 83 87 91 97
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Denne slide giver Weiss' definition af et B+ trae pd en form, som er sammenlignelig med vores
tidligere definition af et B-tree. :

Hvis n er et ulige tal, skal starrelsen n/2 ovemtmdes op.

De understregede deldf definitionen ovenfor angiver afvigelserne fra vores tidligere definition af
B-treeer. .

Et B+ tree er ikke et sagetree (men det minder en del om et sggetrae). Forskellen bestar i, at e:t
sggetree har dataobjekter i indre knuder. | et B+ trae udggr de indre knuder et indeks, og
elementerne i dette indeks findes ogsa i bladene.

Et element i en indre knude udvaelges som den mindste nggle i det hzjre undertree. Efter
indsaettelse og sletning justeres indekset efter denne regel. Der er altsa ikke i B+ traeer noget:
“opadstigende” eIIer “nedaddalende” dataobjekt at tage vare pa under indsaettelse hhv. sletnlng.
Dette bergres ogsa pa nzeste slide.

Nederst er vist B+ traeet, som svarer til B-treeet fra sliden med navn "B-traeer".



B+ treeer (2).

« | en indre knude af et B+ tree af grad n:
For alle nggler L i blade af_Jog for alle nggler R i blade af T
L<;Nk=R (1<=i<n).

* Sggning: Analog til sggning i multivejs-sggetree.

* Indseettelse:
« Ved knude-delning ma strukturen af indekset tilpasses.
« Intet "opad-stigende" element.
« B+ traeer vokser pd samme made som B-treeer.

Indre knude: n=4 Blad: n=4
AERERER N1|§ N2 N3 |
Ubrugt : :
‘ ; \ \J \j A
TO T1 T2 T3 o1 02 03
Referencer til sgnner. Referencer til dataobjekter.
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Bemaerk den strukturmaessige lighed mellem indre knuder og blade. | blade er der et ubrugt -
pointer-plads, som passende kan bruges til at keede alle blade sammen. Dette vil ggre det meget
effektivt at lgbe alle data igennem i ordnet reekkefglge. :

| B+ treeer er der begrebsmaessig forskel pa blade og indre knuder. Derfor kan maximumsantallet
af nggler i bladene ggres helt uafheengig af maximumsantallet af nggler i indre knuder.



