15
Arrays og Lister samt
Stakke og Kaer.

Introduktion til arrays. Feelles egenskaber ved stakke og kel
Algebraisk specifikation af arrays. Algebraisk specifikation af stakke.
Arrays i Eiffel. Algebraisk specifikation af kaer.

Introduktion til lister og keedede lister. Prioritetskeer.
Simpel algebraisk specifikation af lister.

Dobbeltkeedede og cirkuleere lister.

PS1 -- Arrays, lister, stakke og kaer

© Kurt Nermark, Aalborg Universitet, 1994.

Dette er den fgrste af tre forelaesninger om elementaere men centrale abstrakte
datatyper. Foruden arrays, lister, stakke og k@er (som er emnet i dette kapitel) vil vii
dette kursus, og senere i disse noter, se naermere pa strenge, filer, treeer og hobe. :



Introduktion til arrays.

min I max

« Et array er en abstrakt datatype som repraesenterer en homogen tabel.
* Faste gvre og nedre greenser, og dermed fast stgrrelse.

« Vigtige array-operationer:
*hent i-te element.
<gem nyt objekt i i-te element.

* Hent og gem operationerne har konstant tidskompleksitet.

« Underliggende lagres elementerne i et array konsekutivt.
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Denne slide opremser traditionelle egenskaber af arrays.

Et array kan implementeres som en konsekutiv maengde af lagerceller, hvor positignen
af et element i array'et kan beregnes ud fra indekset. Det befordrer den konstante :
tidskompleksitet af de to fundamentale operationer: hent og gem pa arrays. Med andre
ord: hent og gem operationerne beregner positionen af et element i arrayet, og
henter/gemmer dette element direkte, uden nogen som helst form for sggning eIIer
gennemlgb af arrayet.

P& dette kursus vil vi konsekvent opfatte arrays som objekter af en abstrakt dataty;ée
Pa denne slide ser vi dels pa den traditionelle repraesentation af denne datatype, dels pa
vigtige egenskaber af typens operationer.

Homogenitetsegenskaben af arrays er relativ til programmerlngssprogets regler for
typesammenllgnellghed Homogenitetsegenskaben kan ogsa ses som en kontrast tlI
records, hvori felterne jo kan veere af forskellige typer. :

Kravet om fast starrelse af arrays kan forstas pa to mader:

1. Det er statisk bestemmeligt, hvor stort et array skal veere. Dvs. at inden programmet
karer kan man bestemme, hvor graenserne for programmets arrays.

2. Det er dynamisk bestemmeligt, hvor stort et array skal veere. Stgrrelsen kan f.eks.
afhaenge af bruger-input. Men nar et array fgrst er allokeret, kan det ikke eendre  :
starrelse.

Det er selvfalgelig fristende at haeve disse restriktioner, og i visse sprog er det da qgs&
muligt at have arrays, som kan gendre stgrrelse under programmets udferelse. | Eiffel
klassen ARRAY kan man anvende en operatasize, som aendrer stgrrelsen af array-

et.



Algebraisk specifikation af arrays.

Type Array[X]

Functions
create: Integer x Integer -> Array[X]
put: X x Integer x Array[X] -> Array[X]
item : Integer x Array [X] -> X
count: Array [X] -> Integer
lower: Array [X] -> Integer
upper: Array[X] -> Integer

Axioms
forallxin X, |, u,i,jinInteger, Ain Array [X]
item(i, create(l,u)) =undefined
item (i, put (X, j, A)) = if i =
then x
else item (i, A)

count(create(l,u)) = if u « I then u - | + 1lelse undefined
count(put (x, j, A)) = count(A)
lower(create(l,u)) =1
lower(put (x, j, A)) = lower(A)
upper(create(l,u)) = u
upper(put (x, j, A)) = upper(A)
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Det er ikke helt oplagt, hvordan man handterer indekstypen i en algebraisk
specifikation af et array.

Man kan veelge at angive to generiske typer til array specifikationen: indekstype og
elementtype.

Vi har dog i denne specifikation valgt at lade graenserne for arrayet vaere parametér til
"basis konstruktoren" create. Da der jo ikke er ligninger for konstruktorerne, kan vi :

ikke direkte angive, at den nedre greense skal veere mindre end den gvre greense. Dette
ma afspejles i specifikationen af andre operationer, eller, om muligt, i en prebetingelse
til Create. Vi har ikke indbygget sddanne fejlchecks konsekvent i ovenstaende
specifikation. Vi er interesseret i at angive de vigtige egenskaber ved arrays,

axiomerne. De sekundeere, og mere pragmatisk betonede egenskaber har vi stort set
udeladt, da de blot forvirrer billedet.

En af de vigtige ting at feestne sig ved i denne specifikation, er hvilken vaerdi item(i; A)
returnerer, hvis vi har tilskrevet elment nummer i veerdien al, og dernaest tilskrevet:det
samme element veerdien a2. Specifikationen af item operationen angiver, at den sidst
tilskrevne veerdi til det i-te element (a2) overskriver den fgrste. Overvej dette!

Bemeerk, at denne specifikation specificerer et array, men operationelt er den
"forfaerdelig” fra et kompleksitetsmaessigt synspunkt. Item operationen, som tager et
element ud af array-et er foreskrevet som et rekursivt gennemlgb af strukturen. Dette
skal p& ingen made tages som et forbillede for en implementation, i hvilken vijo -
kraever, at arrayopslag skal have konstant tidskompleksitet.



Arrays i Eiffel.
| Eiffel er array typen defineret af en ge

Eiffel

classARRAY[T]
export lower, count, upper, item, put, ...

make(minindex, maxindex: INTEGER)
do...end

item(i: INTEGER): Tis
do...end

end
end; --class ARRAY

iié.make(l, n);
a.put(i, false); .
X := a.item(i)
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nerisk klasse.

Pascal

(* intet modstykke *)
(* sprogdefineret *)

a:array[1..n] of boolean;

a[i] := false;
x = ali];

I forhold til bogen OOSC er der i vores implementation af Eiffel indfgrt andre navne:
pa operationerne pa arrays. Denne slide bruger de nye og geeldende navne. Lad véere
med at programmere med ARRAYs efter OOSC. “Eiffel the Language” kapitel 28 :
beskriver Array’s i Eiffel3. :
Der er flere operationer i klassen ARRAY end dem, vi har specificeret pa forrige slide.
Se kap. 28.

Det skal bemaerkes at der findes et infix alias for operationen item. | stedet for at slérive

a.item(i)
som ovenfor kan man i Eiffel3 skrive
a@i

Det er generelt muligt at definere infix (og prefix) notation for operationer med to
parametre (én parameter), incl. modtager objektet. Se detaljer i 25.10 i “Eiffel the
Language”.

Veer ogsd opmaerksom pa klassen ARRAY2---to-dimensionelle arrays, som er i
datastrukturbiblioteke.



Manifeste arrays i Eiffel.

| Eiffel er der en manifest notation for arrays, hvis nedre graense =r 1.

* << g, 6, ... §>> er et udtryk, hvis veerdi er af typen ARRAY[T],
forudsat at alle deludtryk ee,, ...  er af typer, som er
typesammenlignelige med T.

s << g, 6, ... § >> bade instantierer og initialiserer et array objekt.

Skabelse af et array ved brug af Tilsvarende skabelse af et array uden

manifest array-udtryk. brug af manifest array-udtryk.
A: ARRAY[INTEGER] A: ARRAY[INTEGER]
A:=<<8,910>> A.make(1, 3);
A.put (8, 1);
A.put(9, 2);
A.put(10, 3)
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Man kan i “Eiffel the Language” lsese om manifeste arrays i afsnit 23.20.



Introduktion til lister.

(& 88..6)

« En liste er en abstrakt datatype som tillader os at registrere en
bestemtraekkefglgaf et antahomogene elementer.

« Vigtige liste-operationer:
—Indseettelseaf nyt element i listen.
—Sletning af eksisterende element fra listen.
—Navigering til et naboelement i listen.
—Afleesning af et neermere angivet element i listen.

< Der er mange muligeepraesentationeaf » Repraesentationen pavirker
lister: « operationsrepertoire.
 baseret pa arrays. « tidskompleksitet.
» baseret pd sammenkaedede strukturer. « andre basale egenskaber
e andre... (f.eks. persistens).
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P& sammen made som vi opfatter et array som en abstrakt datatype, vil vi ogsa opfatte
lister som en abstrakt datatype. Lister er pa flere mader et mere abstrakt begreb end
arrays. Det basale i listebegrebetaekkefalgen mellem et antal elemeniatte traek -
genfinder vi ogsa fra array-typen, idet der jo er en ganske bestemt reekkefglge af
tabellens pladser.

Vi har forsggt at fastsla de vigtige og karakteristiske operationer pa lister. Indsaettelse
og sletning tillader os manlpulere reekkefelgen af elementer. Hvis vi sammenligner
med array-typen kan vi notere os, at der er fundamentale forskelle, idet reekkefglgen af
array-elementer i bund og grund er fastlagt pa det tidspunkt, array’et skabes. (At vi:kan
simulere aendringer af reekkefglgen af array-elementer ved at skubbe og ombytte
indholdeter tabellens elementer er en lidt anden sag, som vi ser bort fra her).
Navigering til naboelementer er ogsa fundamentalt for lister. Pa dette niveau af
diskussionen vil vi ikke fastlaegge ngjagtigt hvilken navigering der er tale om, og €j:
heller hvordan resultatet af navigeringen manifesterer sig. Men i naesten alle lister vil vi
kunne navigere tihzeste elementdisten. (I mange liste typer kan vi ogsa komme

afsted med at navigere til forrlge element i listen, til farste element, til sidste elemeit
og til i-te element). Endelig ma vi naturligvis have en eller anden made at afleese
elementer fra listen. Afleesning heenger naturligvis ofte sammen med navigering,
séledes at vi kan afleese det element, hvortil vi har beveeget os.

Lister kan repreesenteres pd mange forskellige mader; hver repraesentation giver :
operationerne bestemte egenskaber hvad angar tidskompleksitet. Der findes to meget
anvendte mader at repreesentere lister p&: (1) som sammenkaedede strukturer og (2) ved
arrays. Dette vender vi tilbage til pa nzeste side.



Kaedede lister.

IEnkeltkzaedet
iste
— | T I‘I';I gl gl
data- haggte _1_
eement —

« Sammenkaedet (haegtet) struktur af homogene dataelementer.
« Ingen graenser pa strukturen.

Indsaettelse og sletning af elementer: operationer med karetid pA O(n), hvor
n er leengden af listen.

 Navigering kan kun forega ved at fglge haegterne mellem listeelementer.

En liste er mere end samlingen og reekkefaglgen af elementer.
Det er “farligt” at referere til en liste gennem en pointer til dets farste element.
En liste eret objekt, som har selvsteendig identitet.
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Pa denne slide studerer vi lister repreesenteret som (enkelt) keedede strukturer, og '\/I
sammenligner med en array-baseret lgsning. .

Den “udefra kommende” reference til listen gverst til venstre pa denne slide peger pa
det farste element i listen. (Se dog diskussionen af denne reference herunder).

| et array er det ikke muligt direkte at indsaette et element mellem to eksisterende -
elementer. Vi kan, f.eks., ikke indsaette et element mellem a[2] og a[3] i array-et a ved
at sige a[2.5] := e. Det naermeste, vi kan komme dette, er at skubbe alle elementerhe
mod hgijre, i eksemplet alle elementer fra a[3] og fremad, séledes der bliver plads til det
nye element. Derved eendres elementernes indeks. Denne operation er endwdere
kostbar, i starrelsesordenen O(leengden af array-et). :

Keedede lister er velegnede hvad angér indsaettelse og sletnlng af elementer |meIIem
(eller far eller efter) eksisterende elementer. Indseettelse bestar i at skabe en ny “kasse”
og heegte den ind i strukturen. Sletning bestar i at afskaffe en eksiterende kasse, oy
afhaegte den fra strukturen. Det er naturligvis vigtigt at man behersker de enkelte trm i
disse to handlinger.

Det er vigtigt at fa& fat i, hvor tidsforbruget for indsaettelse og sletning af elementer ifen
keedet lister stammer fra. Hvis vi gnsker at slette det i-te element i en kaedet liste ma vi
opsgge dette element. Hvis "opsggningen” skal foretages ved at gennemrejse alle de
forudgaende elementer, koster det i gennemsnit n/2 trin.

Selve indseettelses- og slette operatlonerne af et led i kaeden er af konstant
kompleksitetforudsat at man ogsa har en reference til det forrige liste element. |
praktiske implementationer er det séledes attraktivt at introducere en listeposition, som
kan flyttes af bestemte operatione. Eiffel gar et stort nummer ud af dette. :

Hvis man refererer til en liste gennem en pointer til dets farste element kommer man i
alvorlige vanskeligheder hvis man vil indseette eller slette det farste element i lister.
Derimod er det ikke et problem at indszette/slette de gvrige elementer. Det er klart,:at
dette er noget rod! En lgsning (lappelgsning) er at introducere et listehovede eller et
dummy element (se Weiss afsnit 3.2.3). Den paene lgsning bestar i at indse, at en fiste
som sa er et objekt med identitet (udgjort af mere end blot dets elementer) og med:egen
tilstand. En del af tilstanden er naturligvis referencen til listens fgrste element. :



Algebraisk specifikation af lister.

Type List[X]
Functions
empty-list: -> List[X]
insert: X x List[X] -> List[X]
delete: List[X] -> List[X]
item : Integer x List [X] -> X
count: List [X] -> Integer
append: List [X] x List [X] -> List [X]

Axioms
forall x in X, L, in List[X], i in Integer
item(i, empty-list ()) = error
item (i, insert (x, L)) =ifi=1
then x
else item (i-1, L)
delete(empty-list ()) = error
delete(insert (x, L)) =
count(empty-list ()) =0
count(insert(x, L)) = 1 + count(L)
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Vi indskraenker os til at specificere lister i det specialtilfeelde, hvor elementer altid
indseettes og slettes i begyndelsen af listen. Bemaerk, at vi i realiteten derved komrher
til at specmcere noget, der ligner en stak. Vi kan dog gennem operationen item bede
om det i-te element i listen. :

Dette er mere realistisk, end det maske lyder. Lisp, som er et Iistehéndteringssprog,
arbejder med lister p& denne méade. Empty-list svarer da til nil i Lisp, insert til cons,:
delete til cdr, item til nth (med lidt anden nummereringskonvention af elementer i

listen). Vi har ikke i denne specifikation et eksplicit modstykke til car fra Lisp. Den :
kan faes ved item(1, ...). :

I Lisp er det dog meget forkert at teenke pa cdr som delete. (Cdr |) returnerer halen: af
listen I, men | er stadigveek en reference til hele listen I.

Nar vi har brug for en manifest notation for lister vil vi bruge Lisp notation. Ifalge
denne er (el e2 ... en) listen bestdende af elementerne el, e2, ..., en.

Opgave 1. I specifikationen pa denne slide er der ikke vist ligninger for append.
Append skal sammenseette to lister, saledes at elementerne fra den farste liste kommer
forud for elementerne i den anden liste. Skriv ligningerne for append.

Opgave 2. Lav en algebraisk specifikation af lister, hvor elementer kan indseettes og
slettes fra vilkarlige positioner. Create laver en tom liste, insert indszetter et element,
saledes at det bliver det i-te element i listen, delete sletter det i-te element, og |tem
udtager det i-te element. Count betegner antallet af elementer i listen.



Dobbeltkeedede lister og cirkuleere lister.

Dobbeltkeedet
liste left right

A
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data —_

Effektivt at navigere bade mod hgijre og vensire.

Cirkulaer data right J'

N I s o B s o B K g WY

Effektivt at indsaette farst sével som sidst i listen.
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| en cirkuleer liste peger vores “udefra kommende reference” pa det sidste element. Idet
listens sidste element peger pa det farste element, er det effektivt at indszette elementer
bade farst og sidst i listen.

| Eiffel er den mest benyttede keedede liste LINKED_LIST, som er enkeltkaedet. So:m
et alternativ har vi pa dette kursus adgang til en lidt simplere klasse (og knap sa “rig”

klasse for enkeltkeedede lister) kaldet SIMPLE_LIST. Denne klasse introduceres i et
appendex til neerveerende del af noterne.



Gennemlgb af lister.

Forskellige former for gennemlgb af lister:
« udfarelse af en handling pa alle elementer i en liste.
« filtrering af alle elementerne i en liste, som opfylder en betingelse.

« reduktion af en liste til ét element, som afspejler en beregning pa
listens elementer.

Det er attraktivt at veere i stand til at programmere generelle abstraktioner,
som afspejler forskellige former for gennemigb af lister.
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Gennemlghb af lister er s& hyppige, at det kan betale sig at programmere dem een gang
for alle, og derefter parametrisere gennemlgbene med passende handlinger. .

Denne slide postulerer, at der er forskellige former for gennemlgb, som vi kan vaelge at
programmere hver for sig.

I Lisp (hvor lister, som omtalt, spiller en helt afgarende rolle) findes der (blandt andre)
funktioner, der afspejler de tre naevnte former for listegemmenlgb. Disse funktioner:
hedder traditionelt map, filter og reduce. Disse funktioner kaldes hgjere ordens
funktioner, fordi de tager en funktion som parameter, der udtrykker handlingen pé :
hvert enkelt liste element. :

Eksempel: Vi gnsker at udskrive de lige tal i listen L af tal. Dette kan let og elegant
gares med

(map print (filter even L))
hvor even er en funktion (et preedikat), der returnerer, hvorvidt et tal er lige.



Gennemlgb af lister i Eiffel.

Operationer i klassen List:

Class List e element_actiors
deferred
end
. mapis
Class MyList e -- apply the functiomlement_action
: -- on every element of the list.
do
: from
Operation i klassen MyList: : uns{itlart
. offright
element_actiors loop 9
-- action to be performed on element action:
-- every element in the list. forth '
do end --loop
end, --ma
end P
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Denne slide illustrerer, hvordan tilsvarende gennemlgb af lister kan finde sted i Eiffel.

Vi tager udgangspunkt i en klasse List, som i princippet kunne veere (men ikke er)
linked_list. I List kan vi programmere en procedure, som gennemigber listen, og som
pa hvert element kalder en anden funktion, element_action.

Element_action kan enten vaere forudannonceret (deferred) eller blot tom. (Sldstnaevnte
er sikkert at foretraekke i praksis, idet det herved bliver muligt at instantiere klassert
List). :

Nar man vil programmere et bestemt gennemlgb, laver man i en subklasse, hvori :
proceduren element_action er redefineret. :

Dette kan forekomme som en tung fremgangsmade, i det mindste i forhold til LISp
lgsningen, som vi omtalte i tilknytning til forrige slide. Hvis vi gnsker at anvende to
forskelligt parametriserede gennemlghb kommer vi i problemer. :

Eiffel handterer ikke iteration over liste pa helt sammen méade som skitseret. Men :
Eiffel teknikken er teet beslaegtet med den viste fremgangsmade. Eiffel benytter en:
seerlig klasse, linear_iter, til at beskrive iteration. Linear_iter kan arves (sammen med
andre klasser i multipel nedarvning) hvis man gnsker at iterere over lister.

Interesserede laesere kan konsultere Eiffel biblioteket og tilknyttede eksempler pa c:!ette.



Feelles egenskaber af stakke og kager.

« | stakke og kger er hgjst ét element i strukturen tilgeengelig for
afleesning og udtraek.

» Stakke og keer er datatyper, hvor afleesning og modifikation
finder sted i strukturernes yderpunkter.

« Stakke og kaer kan opfattes som specialiseringer af enten arrays
eller keedede lister.
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Introduktion til stakke.

|
push  pop En stak er en liste, hvor elementer indsaettes,
afleeses og slettes i hovedet af listen.

hoved top

En stak fglger en LIFO (Last In First Out)
disciplin.

Traditionelle operationer:

hale « Indseettelse af element i stak:  push

« Sletning af element fra stak:  pop
« Aflaesning af element fra stak: top
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Vi har adskillige gange tidligere p& kurset anvendt datatypen stak som illustration af
forskellige aspekter ved specifikation af ADT-er og objekt-orienteret programmering.

Af en eller anden grund er stakken mange forfatteres foretrukne eksempel i en bred
vifte af sammenhaenge. :

I denne forelaesning vil vi derfor kun kort opsummere stakke's egenskaber og
algebraiske specifikation, farst og fremmest som en kontrast til kaer.

Tidskompleksiteten af de omtalte operationer er konstant.



Algebraisk specifikation af stakke.

Type Stack[X]
Functions
create: -> Stack[X]
push: X x Stack[X] -> Stack[X]
pop: Stack[X] -> Stack[X]
top: Stack[X] -> X
empty: Stack[X] -> Boolean

Axioms

forall xin X, Sin Stack[X]
pop(create()) = Undefined
pop(push (x, S)) = S
top(create()) = Undefined
top(push (x, S)) = x
empty(create()) = true
empty(push (x, S)) = false
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Opgave.Vi har tidligere lavet en simpel specifikation af lister (se slide med
"algebraisk specifikation af lister"). Sammenlign denne specifikation af lister med
specifikationen af stakke, som givet ovenfor. Hvad er forskelle og ligheder?



Introduktion til kger.

A
leave
hoved En kg er en liste, hvor elementer indszettes i halen o
udtages i hovedet af listen.
En sadan kg falger en FIFO (First In First Out)
disciplin.
hale Traditionelle operationer:

enter * Indseettelse af element i kgen: enter.
| « Udtagning af element fra kgen: leave.

» Afleesning (uden udtagning) af element fra kaen
front.
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Man kunne naturligvis ogsa vedtage, at elementer indszettes i kgens hoved og "traékkes
ud af halen". Det vigtige er, at man fglger en fast konvention.

Hvis vi med lister mener en bestemt klasse LIST, er det méske ikke helt Ilgegyldlgt
hvilken konvention vi falger. Vi gnsker naturllgws at arrangere tingene sadan, at  :
operationerne bliver hurtigst mulige, med sa lille pladsbehov som mulig, og at vi som
programmgrer slipper lettest muligt om ved programmeringen af kagen givet LIST.

Der findes alternative navne péa de karakteristiske kag-operationer. | Weiss kaldes ehter
for enqueue og leave fodequeue.



Algebraisk specifikation af kger.

Type Queue[X]

Functions
create: -> Queue [X]
enter: X x Queue [X] -> Queue [X]
leave: Queue [X] -> Queue [X]
front: Queue[X] -> X
size: Queue[X] -> Integer
isempty: Queue[X] -> boolean

Axioms
for all x in X, Q in Queue[X]
leave(create()) = Undefined
leave(enter (x, Q)) = if isempty(Q) then create()
else enter(x, leave (Q))
front(create()) = Undefined
front(enter (x, Q)) = if isempty(Q) then x
else front(Q)
size(create()) =0
size(enter (x, Q)) = 1 + size(Q)
isempty(create()) = true
isempty(enter (X, Q)) = false
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Konstruktorerne i denne algebraiske specifikation er create og enter.

Forskellen i indseettelses- og slettedisciplin mellem stakke og kger fremgar tydeligt,:
hvis man sammenligner ligninger for leave i denne specifikation med ligningerne for
pop i stack. :



Prioritetskger.

En prioritetskg er en datatype, hvor hvert kg-element har tilknyttet en
prioritet.

Karakteristiske operationer:

* Enter(el, pr)
Indseet elementet med prioritetpr.

* Leave
Udtag elementet med den hgjeste prioritet.

To naive implementationsstrategier:

1. Enter ordner elementerne efter prioritet. O(n).
Leave udtager element. O(1)

2. Leave sgger efter element med max prioritet. O(n).
Enter indseetter element. O(1)

Der findes en meget bedre implementationsstrategi, som kaldes € n hob.
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Vi vender tilbage til prioritetskaer og hobe senere i kurset, hvor vi vil bruge et helt
kapitel p4 emnet. :



